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Chapter 1

p-進数の基礎

1.1 完備性
Qに無限小数を追加したものが Rでした．この追加操作のことを完備化と言います．実は，任

意の距離空間は完備化することが可能です．この節では完備化を厳密に定義し，距離空間の完

備化を構成することが目標です．

まず，距離空間の定義から確認していきましょう．

定義 1.1.1. 距離空間とは，空でない集合 X と写像 d : X ×X → Rの組 (X, d)で，

(i) d(x, y) ≥ 0.

(ii) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(iii) d(x, y) = d(y, x).

(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

を満たすもののことである．

距離空間では，集合の 2点 x, y の間の距離を関数 dによって測ることができます．

距離関数は，非アルキメデス付値から自然に定めることができます．

定義 1.1.2. 体K の非アルキメデス付値とは，写像 | · | : K → Rで，

(i) |x| ≥ 0.

(ii) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0.

(iii) |xy| = |x||y|.

(iv) |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}.

を満たすもののことである．
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定義 1.1.3. 体K 上の非アルキメデス付値 | · |に対し，dを

d(x, y)
def
= |x− y|

と定義すれば，これはK 上の距離となる．このとき，dを | · |によって誘導される超距

離と言う．

次に，点列の挙動が徐々に収まっていくような数列を導入します．

定義 1.1.4. 距離空間 (X, d)における点列 {xn}が，
∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n,m ∈ N, n,m > N =⇒ d(xn, xm) < ε

を満たすとき，{xn}は Cauchy列であると言う．

要するに，N + 1項目以降は振幅が ε未満になっているような数列のことです．

もし集合 X に “隙間”があれば，X における Cauchy列の極限値はその “隙間”に収束し

てしまうかもしれないので，X 内で必ず収束するとは限りません．

例 1.1.5. Qの数列 {an}∞n=0 ⊆ Qを

an
def
= 10−n · b10nπc

で定める．これは

a0 = 3, a1 = 3.1, a2 = 3.14, a3 = 3.141, a4 = 3.1415, . . .

という数列である． lim
n→∞

an = π /∈ Qより，この数列は Qで収束しない．

ここまでの議論から，次の定義は妥当であると言えるでしょう．

定義 1.1.6. 距離空間 (X, d) において，その任意の Cauchy 列が X で収束するとき，

(X, d)は完備であると言う．

例 1.1.7. Euclid距離に関して，Rは完備であるが，Qは完備でない．

冒頭で述べた Qと Rの関係は次のように一般化されます．

定義 1.1.8. (X, d), (X̂, d̂)を距離空間とし，X ⊆ X̂ であるとする．このとき，

(i) X は X̂ で稠密

(ii) d̂の X ×X への制限が d
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(iii) X̂ は完備

であるならば，X̂ は X の完備化であると言う．

例 1.1.9. Euclid距離に関して，Rは Qの完備化である．

次の定理は，完備化の作り方を与えます．

定理 1.1.10. (X, d)を距離空間，C(X)を (X, d)における Cauchy列全体の集合とす

る．また，{xn}, {yn} ∈ C(X)に対し，C(X)上の同値関係 ∼を，

{xn} ∼ {yn}
def⇐⇒ lim

n→∞
d(xn, yn) = 0

で定義し，{xn}の同値類を [xn]と書く．このとき，X̂
def
= C(X)/∼と定義する．

さらに，[xn], [yn] ∈ X̂ に対し，{xn} ∈ [xn], {yn} ∈ [yn] を任意に選び，写像

d̂ : X̂ × X̂ → Rを，

d̂([xn], [yn])
def
= d̂({xn}, {yn}) = lim

n→∞
d(xn, yn)

で定義する．このとき，距離空間 (X̂, d̂)は (X, d)の完備化である．

ポイント 1.1.11. 以下の順に確認していきます．

(1) ∼が同値関係であること

(i) {xn} ∼ {xn}.

(ii) {xn} ∼ {yn} =⇒ {yn} ∼ {xn}.

(iii) {xn} ∼ {yn}, {yn} ∼ {zn} =⇒ {xn} ∼ {zn}.

(2) d̂が well-definedであること

(i) {xn}, {yn} ∈ C(X) =⇒ ∃ lim
n→∞

d(xn, yn).

(ii) {xn} ∼ {x′
n}, {yn} ∼ {y′n} =⇒ d̂([xn], [yn]) = d̂([x′

n], [y
′
n]).

(3) d̂が距離関数であること

(i) d̂([xn], [yn]) ≥ 0.

(ii) d̂([xn], [yn]) = 0 ⇐⇒ [xn] = [yn].

(iii) d̂([xn], [yn]) = d̂([yn], [xn]).

(iv) d̂([xn], [zn]) ≤ d̂([xn], [yn]) + d̂([yn], [zn]).

(4) 埋め込み iが等長写像であること

(i) 単射 i : X → X̂ に対し，x, y ∈ X =⇒ d(x, y) = d̂(i(x), i(y)).

(5) X = X̂ であること
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(i) 任意の [xn] ∈ X̂ に対し，[xn]に収束する i(X)の点列が存在する．

(6) X̂ が完備であること

(i) 任意の X̂ の Cauchy列 {[xn]m}が X̂ で収束する．

注意 1.1.12. xn ∈ {xn} ∈ [xn] ∈ {[xn]m}に注意してください．

補題 1.1.13. (X, d)を距離空間とする．このとき，x, y, z ∈ X に対し，

|d(x, y)− d(x, z)| ≤ d(y, z)

が成り立つ．

証明. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)から，d(x, y)− d(x, z) ≤ d(y, z)である．y と z を交換する

と d(x, z)− d(x, y) ≤ d(z, y)を得る．これらから与式を得る．

定理 1.1.10の証明. ポイント 1.1.11に従って示していく．

(1) ∼が同値関係であること

(i) {xn} ∼ {xn}.

d(xn, xn) = 0から明らか．

(ii) {xn} ∼ {yn} =⇒ {yn} ∼ {xn}.

d(xn, yn) = d(yn, xn)から明らか．

(iii) {xn} ∼ {yn}, {yn} ∼ {zn} =⇒ {xn} ∼ {zn}.

d(xn, zn) ≤ d(xn, yn) + d(yn, zn)から明らか．

(2) d̂が well-definedであること

(i) {xn}, {yn} ∈ C(X) =⇒ ∃ lim
n→∞

d(xn, yn).

まず，{xn}, {yn} ∈ C(X) ならば，{d(xn, yn)} が Cauchy 列であることを示す．

仮定から，
∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n,m ∈ N, n,m > N =⇒ d(xn, xm), d(yn, ym) < ε

である．ここで補題 1.1.13より，

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| = |d(xn, yn)− d(xm, yn) + d(xm, yn)− d(xm, ym)|
≤ |d(yn, xn)− d(yn, xm)|+ |d(xm, yn)− d(xm, ym)|
≤ d(xn, xm) + d(yn, ym) < 2ε

を得る．ゆえに， lim
n→∞

d(xn, yn)が存在することが分かる．

(ii) {xn} ∼ {x′
n}, {yn} ∼ {y′n} =⇒ d̂([xn], [yn]) = d̂([x′

n], [y
′
n]).

n → ∞のとき d(xn, x
′
n) → 0なので，補題 1.1.13より，|d(xn, yn)− d(x′

n, yn)| ≤
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d(xn, x
′
n) → 0である．よって，d(xn, yn)と d(x′

n, yn)は同じ値に収束する．した

がって，{xn} ∼ {x′
n}ならば d̂([xn], [yn]) = d̂([x′

n], [yn])である．

{yn}に関しても同様である．

(3) d̂が距離関数であること

(i) d̂([xn], [yn]) ≥ 0.

d(xn, yn) ≥ 0で n → ∞とすればよい．

(ii) d̂([xn], [yn]) = 0 ⇐⇒ [xn] = [yn].

( ⇐= )は明らか．( =⇒ )は ∼の定義から明らか．

(iii) d̂([xn], [yn]) = d̂([yn], [xn]).

d(xn, yn) = d(yn, xn)で n → ∞とすればよい．

(iv) d̂([xn], [zn]) ≤ d̂([xn], [yn]) + d̂([yn], [zn]).

d(xn, zn) ≤ d(xn, yn) + d(yn, zn)で n → ∞とすればよい．

(4) 埋め込み iが等長写像であること

(i) 単射 i : X → X̂ に対し，x, y ∈ X =⇒ d(x, y) = d̂(i(x), i(y)).

x ∈ X とする．全ての n に対し xn = x とした点列 {x} の同値類を i(x) とする．

x 6= y ∈ X ならば d(x, y) > 0 であり，全ての n に対し xn = x, yn = y ならば

d(xn, yn) = d(x, y)であるから，{d(xn, yn)}は d(x, y) 6= 0に収束する．ゆえに，

i : X → X̂ は単射で，x, y ∈ X =⇒ d(x, y) = d̂(i(x), i(y))が成り立つ．

(5) X = X̂ であること

(i) 任意の [xn] ∈ X̂ に対し，[xn]に収束する i(X)の点列が存在する．

任意の [xn] ∈ X̂ とその元 {xn} ∈ [xn]を取る．{xn}は Cauchy列だから，n,mを

十分大きく取れば，d(xn, xm) < εとできる．よって，i(xn)を考えると，ε > 0に

対し d̂ ([xn], i(xn)) < εとできる．したがって，i(xn)は [xn]に収束するから，X

は X̂ で稠密である．

(6) X̂ が完備であること

(i) 任意の X̂ の Cauchy列 {[xn]m}が X̂ で収束する．

Cauchy列 {[xn]m} ∈ X̂ を任意に取る．この Cauchy列の収束先が X̂ に存在する

ことを示せばよい．同値類の代表の取り方は議論に影響しないことは既に示した通

りなので，以下，同値類 [xm
n ]の代わりにそれから適当な代表元 {xm

n } ∈ C(X)を

取って，直接数列の距離を評価していく．
∀ε > 0, ∃N > 0, ∀m1,m2 ∈ N, m1,m2 > N =⇒ d̂({xm1

n }, {xm2
n }) < ε

である．また，
∀m, ∀ε > 0, ∃Nm > N, ∀n1, n2 ∈ N, n1, n2 > Nm =⇒ d(xm

n1
, xm

n2
) < ε
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である．ただし，Nm を定義する際の εとしては，ε <
1

m
を満たすようなものを取

るようにする．

すると，この m と Nm を用いて表される点列 {xm
Nm+1} の同値類 [xm

Nm+1] は，

{[xn]m}の収束先である．

d̂({xm1
n }, {xm2

n }) = lim
n→∞

d(xm1
n , xm2

n )であるから，nを十分大きく取れば，∣∣∣d̂({xm1
n }, {xm2

n })− d(xm1
n , xm2

n )
∣∣∣ < ε

とできるから，m1,m2 > N のとき，

d(xm1
n , xm2

n ) < d̂({xm1
n }, {xm2

n }) + ε < 2ε

と抑えられる．

今，十分大きい n > Nm1 , Nm2 を取れば，

d(xm1

Nm1+1, x
m2

Nm2+1) ≤ d(xm1

Nm1+1, x
m1
n ) + d(xm1

n , xm2
n ) + d(xm2

n , xm2

Nm2+1)

< 4ε

となる．

したがって，{xm
Nm+1} ∈ X̂ は Cauchy列である．

m > Nn に対して，

d(xm
Nm+1, x

n
m) ≤ d(xm

Nm+1, x
n
Nn+1) + d(xn

Nn+1, x
n
m)

< 5ε

であり，d̂({xm
Nm+1}, {xn

m}) = lim
m→∞

d(xm
Nm+1, x

n
m)であるから，nに対して mを

十分大きく取れば，∣∣∣d̂({xm
Nm+1}, {xn

m})− d(xm
Nm+1, x

n
m)

∣∣∣ < ε

とできる．

ゆえに，n > N のとき，
d̂({xm

Nm+1}, {xn
m}) ≤ 6ε

を得る．したがって，[xn
m] → [xm

Nm+1]となり，X̂ は完備である．

定理 1.1.14. 距離空間の完備化は一意的である．すなわち，(X1, d1), (X2, d2)が (X, d)

の完備化であるとき，全単射 φ : X1 → X2 が存在して，

(i) φは X の任意の元を固定する

(ii) ∀x, y ∈ X1, d1(x, y) = d2(φ(x), φ(y))

を満たす．
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証明. 任意の x ∈ X1 に対し，x に収束する X の Cauchy 列 {xn} を取れる．X2 は完備な

ので，
xn → φ(x) (n → ∞)

となる φ(x) ∈ X2 が存在する．このようにして φを定めると，φは well-definedである．

x ∈ X なら，全ての nに対し xn = xである点列 {x}の同値類 [x]を X1 からも X2 から

も取れるので，φは X の元を固定することが分かる．

x, y ∈ X1 に対し，
xn → x, yn → y (n → ∞)

となる xn, yn ∈ X を取る．

d1(xn, x) → 0，d1(yn, y) → 0であるから，

|d1(x, y)− d1(xn, yn)| = |d1(x, y)− d1(x, yn) + d1(x, yn)− d1(xn, yn)|
≤ |d1(x, y)− d1(x, yn)|+ |d1(x, yn)− d1(xn, yn)|
≤ d1(y, yn) + d1(x, xn)

であり，d1(y, yn) + d1(x, xn) → 0 (n → ∞)であることから，

d(xn, yn) = d1(xn, yn) → d1(x, y) (n → ∞)

が従う．

同様にして d(xn, yn) → d2(φ(x), φ(y)) (n → ∞)となるので，φは等長写像である．φ

は単射であり，X は X2 で稠密なので全射でもある．

1.2 p-進数

定義 1.2.1. 素数 pを固定する．x 6= 0を有理数とする．pと互いに素な整数 a, b及び

整数 nを使って，xを x = pn
a

b
と表したとき，xのオーダー ordp(x)を，

ordp(x)
def
= n

と定義する．ただし，x = 0の場合は，ordp(0) = +∞とする．

オーダーは，次の性質を持ちます．

命題 1.2.2.

(i) ordp(x) = +∞ ⇐⇒ x = 0

(ii) ordp(xy) = ordp(x) + ordp(y)

(iii) ordp(x+ y) ≥ min {ordp(x), ordp(y)}

証明. 後日公開．
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定義 1.2.3. x ∈ Qと素数 pに対し，xの p進付値を次のように定義する．

|x|p
def
=

{
p− ordp(x) (x 6= 0)

0 (x = 0)

定義 1.2.4. p進付値は非アルキメデス付値である．p進付値によって誘導される超距

離を p進距離と言う．

これでやっと p 進体を定義できます．p 進体は，Q を p 進距離によって完備化したもの

です．

定義 1.2.5. Qの p進距離による完備化を Qp と書き，p進体と言う．また，Qp の元を

p進数と言う．

定理 1.2.6. Qp には Qの演算を拡張した演算が定義されて，位相体となる．

定義 1.2.7. Qp の部分環 Zp を

Zp
def
= {x ∈ Qp | ordp(x) ≥ 0}

で定義し，p進整数環と言う．

p進整数環に関して，ヘンゼルの補題と呼ばれる重要な定理が知られています．

定理 1.2.8 (ヘンゼルの補題). pを素数とする．f ∈ Zp[x]と a ∈ Zp が

f(a) ≡ 0 (mod p), f ′(a) 6≡ 0 (mod p)

を満たすとき，α ∈ Zp がただ 1つ存在して，

f(α) = 0, α ≡ a (mod p)

となる．

注意 1.2.9. この定理に限った話ではないですが，ヘンゼルの補題には色々なバリエー

ションがあるので，参考にした書籍によっては全く見た目が違うかもしれません．

この定理を使えば，例えば f として 2次多項式を選ぶことで Zp の平方根の存在を簡単に

判定できたりします．
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